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摘要：从相关物理模型出发，以同步辐射光束线六杆并联机构的运动学反解为基础，采用信赖域法优化了非线性超越方

程组，编制了相应的 ＭＡＴＬＡＢ程序，得到了机构的运动学正解。实例应用结果表明，信赖域法是解决运动学正解问题

的有效途径，求解程序稳定可靠，运算速度快，误差小，线性精度达１０－１２ ｍｍ，转动精度达１０－１５°。采用差动螺旋的微动

调节方式，即可使单色器箱体姿态的线性调节分辨达５μｍ，转角分辨达３″，完全满足实际工作的要求。
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１　引　言

　　并联机构具有高刚度、高精度、高承载能力和

结构简单紧凑等一系列优点，在机构领域中占有

十分重要的地位，目前其应用几乎涉及现代尖端

技术的各个领域［１４］。光束线是同步辐射装置的

重要组成部分，通常由单色器和前、后置镜组成，

而三者的核心部件即光学元件的稳定与调节都是

由精密调节平台来完成的，现在国际上越来越多

地采用六杆并联机构来实现［５８］。

近年来，并联机构的分析研究已成为国际机

构学界的研究热点［９］。在并联机构的运动分析

中，给定所需的动平台位置和姿态（简称位姿），求

解支杆长度的过程称为运动学反解；反之，给定支

杆长度求动平台位姿称为运动学正解［１０］。由于

结构的原因，求解并联机构的反解相对容易，求解

正解却十分复杂，甚至成了一个世界性的难题［９］。

运动学正解是并联机构应用的基础［４］，通常有封

闭解法和数值解法，两种方法各有优缺点。封闭

解法即解析解法，可以求得方程的全部解，但难度

大，通用性差；数值解法虽对迭代初值有一定的依

赖性，但数学建模简单，能迅速方便地对任何机型

结构求得实解，因而应用比较方便［１０］。

本文针对上海光源（ＳｈａｎｇｈａｉＳｙｎｃｈｒｏｔｒｏｎ

ＲａｄｉａｔｉｏｎＦａｃｉｌｉｔｙ，ＳＳＲＦ）软 Ｘ射线谱学显微光

束线单色器中应用的特殊六杆并联机构，建立了

机构的物理模型和数学模型，然后求解机构的运

动学反解。在此基础上，采用非线性规划算法信

赖域法，求解机构的运动学正解。最后利用

ＭＡＴＬＡＢ进行仿真计算。结果表明，采用信赖

域法求解运动学正解快速准确，误差小，对实际工

作有重要的指导意义。

２　六杆并联机构运动学正解

　　 通常的六杆并联机构是由６根可伸缩的驱

动支杆（简称支杆）通过两端的球形铰链将定平台

和动平台连接而成的，具有６个自由度
［１１］。

在同步辐射光束线工程的实际应用中，大多

采用如图１所示的六杆并联机构，它的支杆分为

３根竖直支杆和３根水平支杆，支杆长度以差动

螺旋方式进行微动调节，操作简单、节省空间，上、

下铰点位置都不在一个平面上。

图１　六杆并联机构物理模型

Ｆｉｇ．１　Ｐｈｙｓｉｃｍｏｄｅｌｏｆｓｉｘｂａｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

２．１　建立坐标系统

从图１的六杆并联机构物理模型出发，建立

机构的坐标系统，包括定平台坐标系犗狓狔狕和动

平台坐标系犗′狓′狔′狕′，如图２所示。两坐标原点

犗、犗′均设置在平台的形心处（根据实际情况，犗′

置于动平台正上方犺处），初始位置３个坐标轴相

互平行，则可知下、上铰点分别在犗狓狔狕和犗′狓′

狔′狕′中的坐标值，分别用犃犻＝（犃犻狓，犃犻狔，犃犻狕）
Ｔ 和

犅犻′＝（犅犻狓′，犅犻狔′，犅犻狕′）（犻＝１，２，…，６）表示。

图２　六杆并联机构运动简图

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｘｂａｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

２．２　运动学反解

设α，β，γ分别为动平台的ＲＰＹ（ＲｏｌｌＰｉｔｃｈ

Ｙａｗ）角，犘＝（犡犘，犢犘，犣犘）
Ｔ 为动平台原点犗′在

犗狓狔狕中的坐标值，则支杆上铰点在犗狓狔狕中的

坐标值为：

犅犻＝犚·犅犻′＋犘， （１）

式中，犚为犗′狓′狔′狕′到犗狓狔狕的姿态矩阵
［１０，１２］。

犚＝Ｙａｗ（狕，γ）·Ｐｉｔｃｈ（狔，β）·Ｒｏｌｌ（狓，α）＝

犮γ －狊γ ０

狊γ 　犮γ ０

０ 　

熿

燀

燄

燅０ １

　犮β ０ 狊β

　０ １ ０

－狊β ０ 犮

熿

燀

燄

燅β

１ ０ 　０

０ 犮α －狊α

０ 狊α 　犮

熿

燀

燄

燅α
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式中，犮代表ｃｏｓ，狊代表ｓｉｎ。

给定动平台位姿，即已知（α，β，γ，犡犘，犢犘，犣犘）

时，六根支杆的长度为：

犾犻＝ （犅犻狓－犃犻狓）
２＋（犅犻狔－犃犻狔）

２＋（犅犻狕－犃犻狕）槡
２

（犻＝１，２，…，６）， （２）

式（２）即为并联机构的运动学反解方程。

２．３　运动学正解

六杆并联机构运动学正解是已知６根支杆的

长度犾犻，（犻＝１，２，…，６），求解动平台位姿α、β、γ、

犡犘、犢犘、犣犘。由式（２），可得动平台位姿与支杆长

度的约束方程组：

犳犻（α，β，γ，犡犘，犢犘，犣犘，犾犻）＝０

（犻＝１，２，…，６）， （３）

式（３）是一个含三角函数的六元非线性超越方程

组。

运动学正解的实质就是对该六元非线性超越

方程组的求解。自１９６５年并联机构诞生起，许多

机构学者不断引入各种解析法，也得到了多种类

型的并联机构的封闭解，但到目前为止，数学上尚

无完备的方法求其解析解［４］。而数值解法是一种

比较有效的方法，它应用方便，能迅速地解决任何

并联机构的正解问题［１０］。

信赖域法和线搜索法是非线性规划的两类主

要数值方法。其中，信赖域法是近３０年才发展起

来的一类非线性规划算法，它思想新颖，算法可

靠，突出优点就是其具有全局收敛性，可以降低对

初始点选取的要求。因而，数学界对信赖域法的

研究是近年来非线性规划领域的一个重要研究方

向。

信赖域法的基本思想是在当前迭代点的邻域

内求解一个相对简单的子问题，得到一个信赖域

半径，通过判断价值函数实际下降量和预估下降

量的吻合程度，决定是否接受信赖域半径。无约

束信赖域法的一般步骤如下［１３］：

步骤１：给定常数δ＞０，η∈（０，０．２５），ε≥０，

初值狓０，初始信赖域半径δ０∈（０，１），令犽＝０。

步骤２：若‖犳（狓犽）‖≤ε，则算法终止。

犳（狓犽）是目标函数犳（狓）在当前迭代点狓犽 处的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵。

步骤３：利用二次逼近构造信赖域子问题

（４），求解得犱犽：

ｍｉｎφ犽（狓）＝
１

２
犱Ｔ犅犽犱＋犳（狓犽）

Ｔ犱

‖犱‖≤δ犽 ， （４）

式中，犅犽 是狀×狀实对称矩阵。

步骤４：计算实际下降量和预估下降量的比

值：

狉犽＝
Δ犳犽

Δφ犽
＝
犳（狓犽）－犳（狓犽＋犱犽）

φ犽（０）－φ犽（犱犽）
． （５）

步骤５：若狉犽＜０．２５，则修正δ犽＋１＝０．２５δ犽，且

置狓犽＋１＝狓犽，犽＝犽＋１，转步骤２；

若狉犽＞０．７５，则修正δ犽＋１＝ｍｉｎ（２δ犽，δ），且置

狓犽＋１＝狓犽＋犱犽，犽＝犽＋１，转步骤２；

０．２５≤狉犽≤０．７５时，若狉犽≥η，则令狓犽＋１＝狓犽

＋犱犽；否则令狓犽＋１＝狓犽。置δ犽＋１＝δ犽，犽＝犽＋１，转

步骤２。

注意上面算法中的系数０．２５、０．７５是经验

值，可以用（０，１）中的常数替换。

值得提出的是，数值解法的计算工作量较大，

恰好 ＭＡＴＬＡＢ这个强大的数学工具在数值计算

方面非常成熟，选用其优化工具箱中的信赖域法

即可快速求解非线性方程组［１４］，所以可以将

ＭＡＴＬＡＢ应用于并联机构的运动学正解中。

３　应用实例

　　ＳＳＲＦ是我国正在建造的第三代同步辐射光

源，变包含角平面光栅单色器系统是ＳＳＲＦ首批

建造的软Ｘ射线谱学显微光束线站的核心。其

中单色器箱体采用六杆并联机构进行调节，表１

为单色器箱体姿态调节机构的调整范围和分辨率

要求。

表１　箱体姿态调节机构的技术要求

Ｔａｂ．１　Ｔｅｃｈｎｉｃａｌｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｏｆ

ａｔｔｉｔｕｄｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｏｆｂｏｘ

参量 调整范围 分辨率

犡犘 ±５ｍｍ ０．０２ｍｍ

犢犘 ±５ｍｍ ０．０２ｍｍ

犣犘 ±５ｍｍ ０．０１ｍｍ

α ±１．０° ０．１°

β ±１．５° ５″

γ ±１．０° ５″

参照图２的结构形式，其中单色器箱体姿态
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图３　箱体姿态调节机构的铰点分布图

Ｆｉｇ．３　Ｈｉｎｇｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍａｐｏｆａｔｔｉｔｕｄｅａｄｊｕｓｔ

ｍｅｎｔｆｏｒｂｏｘ

调节机构的铰点位置（单位：ｍｍ）如图３所示，各

支杆的中位长度犾均为２１１ｍｍ，犺＝３０ｍｍ，且

犃犻狕＝
０；　　　　　　（犻＝１，３，５）

１５７．５ｍｍ； （犻＝２，４，６｛ ）
，

犅犻狕′＝
－３０ｍｍ；　　　（犻＝１，３，５）

－８３．５ｍｍ； （犻＝２，４，６｛ ）
．

如前所述，并联机构的运动学正解是建立在反解

基础上的。根据表１箱体调节范围及精度要求，

选用信赖域法，编制相应的 ＭＡＴＬＡＢ程序，其流

程图如图４所示。图中，Δ犾犻＝犾犻－犾，（犻＝１，２，…，

６）为支杆的伸缩长度（犾为支杆的中位长度）。

图４　运动学正解仿真流程图

Ｆｉｇ．４　Ｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆｆｏｒｗａｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

编制好程序后，即可自动选择最佳的信赖域

半径，从而获得最高的收敛速度。从计算过程中

看出，每次正解的迭代次数仅为３～５次，计算时

间都在１ｓ以内，迭代结果可以在一次迭代后飞

跃１０个数量级，超速逼近最优解。因而使用方

便，计算速度快，求解精度高。

假定动平台作螺旋转动，其中心轨迹狋为：

犡犘＝ｓｉｎ狋

犢犘＝ｃｏｓ狋　狋＝０～１０ｓ

犣犘＝

烅

烄

烆 狋

， （４）

将轨迹方程代入程序，首先经反解得到６根

支杆的伸缩量Δ犾，如图５所示。然后以Δ犾为已

知量，经正解反求动平台的中心轨迹，即正解轨迹

狋′，与狋比较如图６所示。同时，为了验证正解程

序的精确性，做出了两轨迹在３个坐标轴方向上

的误差曲线，如图７～９所示。

图５　支杆伸缩量Δ犾

Ｆｉｇ．５　ＶａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｂａｒｌｅｎｇｔｈΔ犾

图６　给定轨迹狋与正解轨迹狋′

Ｆｉｇ．６　Ｇｉｖｅｎｃｕｒｖｅ狋ｖｓ．ｓｏｌｖｅｄｃｕｒｖｅ狋′

图７　犡向狋′相对狋的偏差δ犡犘

Ｆｉｇ．７　犡ｄｅｖｉａｔｉｏｎδ犡犘ｏｆ狋′ｖｓ．狋
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图８　犢 向狋′相对狋的偏差δ犢犘

Ｆｉｇ．８　犢ｄｅｖｉａｔｉｏｎδ犢犘ｏｆ狋′ｖｓ．狋

图９　犣向狋′相对狋的偏差δ犣犘

Ｆｉｇ．９　犣ｄｅｖｉａｔｉｏｎδ犣犘ｏｆ狋′ｖｓ．狋

由图可知，采用信赖域法的正解轨迹与给定

轨迹基本重合，误差极小。做螺旋转动时，犡、犢、

犣向的最大轴向误差分别为６．４×１０－１２、５．２×

１０－１２、５．２×１０－１２ｍｍ，最大综合轴向误差也仅为

７．８×１０－１２ｍｍ；而做摆动时，α、β、γ的最大角度

误差仅为４×１０－１５°，远远高于表１中的分辨率要

求。

单色器的箱体姿态调整时，采用差动螺旋的

微 动调节方式，杆长分辨率可以达到５μｍ。取

表２　箱体姿态调节的最大误差

Ｔａｂ．２　Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｏｆａｔｔｉｔｕｄｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｆｏｒｂｏｘ

参量 最大误差 分辨率要求

δ犡犘 ４．９μｍ ０．０２ｍｍ

δ犢犘 ５．１μｍ ０．０２ｍｍ

δ犣犘 ４．９μｍ ０．０１ｍｍ

δα ２．９″ ０．１°

δβ ２．９″ ５″

δγ ３．７″ ５″

Δ犾犻＝±５μｍ，共计２
６ 种取法，对每种取法直接代

入程序进行正向求解，可知各位置和姿态参量的

最大误差如表２所示；而正解误差极小，可忽略。

因此，采用差动螺旋的微动调节方式可以达到表

１中实际工程的分辨率要求，完全满足单色器箱

体姿态的技术要求。

４　结　论

　　 六杆并联机构运动学正解的实质是求解一

系列六元非线性超越方程组。信赖域法是非线性

优化中一类非常重要的数值计算方法，具有良好

的收敛性和稳定性。本文以六杆并联机构的运动

学反解为基础，采用非线性规划中的信赖域法，编

制相应的程序，得到机构的运动学正解。从计算

过程中看出，每次正解的迭代次数仅为３～５次，

计算时间都在１ｓ以内，计算速度非常快。给定

任意的动平台中心运动轨迹，调用程序即可自动

得到对应的运动学正解轨迹。仿真结果表明，给

定轨迹和正解轨迹基本重合，线性精度达１０－１２

ｍｍ，转动精度达１０－１５°。同时，以上述理论为指

导，采用差动螺旋的微动调节方式，就能使单色器

箱体姿态的线性调节分辨达５μｍ，转角分辨达

３″，完全满足实际工作的要求。
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